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Hauptvortrag auf der 47. Jahrestagung der
Gesellschaft fur Didaktik der Mathematik
Begabung

»-Begabung* ist ein vielféaltig verwendeter, ein schillernder Begriff. Er gehort wie beispiels-
weise auch ,,Intelligenz* oder ,,Kreativitat” zu den sogenannten hypothetischen Konstrukten,
die nicht unmittelbar beobachtbar sind und lediglich aus Wirkungen und Folgen erschlossen
werden konnen. Die Definition eines derartigen Konstrukts ist dann natirlich stark abhéngig
von rahmenden Theorien, oft zusétzlich beeinflusst von kulturellen Eigenheiten, historischen
Entwicklungen oder so etwas wie ,,Zeitgeist”, auch wenn man sich dessen nicht immer be-
wusst ist. So geht es auch dem Konstrukt ,,.Begabung®, flr das ich an dieser Stelle zundchst
lediglich einen sehr knappen Ruckblick in seine Geschichte wagen will.

HEIDRUN STOGER (2009) unterscheidet fir diese drei Phasen. Wéhrend der ersten, der theolo-
gischen Phase wurde eine Begabung als Geschenk einer hdheren Macht, auch Begabte wur-
den zum Teil als Ubernaturlich angesehen. Sowohl PLATON als auch KoNFuzius galten Be-
gabte als ,,Himmelskinder” und auch PAuLUs schrieb in einem Brief an die romische Ge-
meinde: ,,Wir haben unterschiedliche Gaben, je nach der uns verliehenen Gnade.” (Rom 12,6
Einheitstibersetzung)

In einer zweiten Phase, die man metaphysisch nennen kénnte, wurden Begabungen starker mit
den jeweiligen Menschen assoziiert und als individuelle Befédhigungen aufgefasst. Begabte
galten nicht langer als tbernatiirliche Wesen, verschiedene Mythen wurden aber weithin ak-
zeptiert. So hielt man den friihzeitigen Tod begabter Menschen flr ausgleichende Gerechtig-
keit und auch das ,,verriickte Genie* hat seinen Ursprung wohl in dieser Zeit. Einige Mythen
sind allerdings auch heute noch zu hdren. So l&sst sich beispielsweise zum besonders proble-
matischen hochbegabten Schulkind eher das Gegenteil statistisch untermauern (Stoger, 2009,
S.18).

Mit dem aufziehenden 20. Jahrhundert begann die dritte Phase, die sich durch empirische Zu-
géange kennzeichnen lasst und die vor allem auch von den Entwicklungen in psychologischen
Disziplinen und den dort genutzten wissenschaftlichen Methoden profitierte. VVorreiter waren
beispielsweise GALTON, spéter dann BINET und SIMON. lhnen ging es insbesondere auch um
die Messung von Intelligenz und Intelligenzunterschieden; im Hinblick auf Begabung galt die
simple Gleichung begabt = hochintelligent. Sie war auch Grundlage der viel beachteten TER-
MAN-Studie, einer 1921 begonnenen von LEwIS TERMAN geleiteten Longitudinalstudie mit
anfangs etwa 1500 hochintelligenten Kindern und Jugendlichen, die aus etwa 250000 Schiile-
rinnen und Schiilern mittels Lehrernomination und Intelligenztests ausgewé&hlt wurden. Bei
der langfristigen Begleitung der sogenannten ,, Termiten“ bis in den Lebensabend hinein lag
das Hauptaugenmerk nicht nur auf der schulischen und beruflichen Entwicklung, sondern u.a.
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auch auf der familidren und gesundheitlichen, auch auf charakterlichen Eigenschaften und der
sozialen Integration. Bei dieser an Umfang, Breite und Dauer wohl einmaligen Studie zeigte
sich: In allen betrachteten Bereichen erreichten die Hochintelligenten bessere Werte und ihren
intellektuellen Vorsprung aus Kinder- und Jugendtagen konnten die allermeisten bis ins hohe
Alter bewahren, sofern sie nicht durch Unfall oder Krankheit geschédigt wurden. Die Diver-
genzhypothese, nach der hohe Intelligenz mit anderen Schwachen einhergeht, gilt damit als
widerlegt.

Wobei man methodisch u.a. kritisieren muss, dass durch die von TERMANS Erwartungen be-
einflusste Auswahl der Schulen, die Lehrernomination und durch die schulleistungsstarke
Kinder bevorzugenden Intelligenztests eine Verzerrung der Untersuchungsgruppe erfolgte,
dass der Lebensstandard in Kaliforniern damals insbesondere in der tberreprasentierten Ober-
und Mittelschicht deutlich héher war als in weiten Teilen der USA oder dem Rest der Welt,
und dass eine Kontrollgruppe im engeren Sinne fehlte. AuBerdem kann die Stérke der Stu-
die — die regelméalige Befragung und Testung der ,,Termiten* (iber einen langen Zeitraum —
auch als Schwache, namlich als regelmafiige Beeinflussung durch Etikettierung und Interven-
tion interpretiert werden (Giger, 2009).

Die TERMAN-Studie arbeitete zwar intensiv mit dem Konstrukt Intelligenz, die Frage nach
deren Natur oder Struktur wurde allerdings nicht gestellt. Eine einfache oder auch nur allge-
mein geteilte Antwort darauf gibt es wohl auch derzeit noch nicht, vielleicht ist sie flr einen
solchen Forschungsgegenstand, der (hoffentlich) stdndigen Verédnderungen und Entwicklun-
gen unterliegt auch gar nicht wiinschenswert (Jager, 1984).

Fur ihren Namensgeber hielt die TERMAN-Studie wohl auch tberraschende, aus meiner Sicht
sehr wichtige Ergebnisse bereit. So konnte zum einen die schulische und berufliche Entwick-
lung der meisten ,, Termiten* zwar als positiv eingeschatzt werden, unter ihnen gab es aller-
dings kaum Personen, die spater wirklich aulergewohnliche Leistungen hervorbrachten. Zum
anderen wurden zwei spétere Nobelpreistrdger aufgrund zu geringer Intelligenz nicht in die
ursprungliche Untersuchungsgruppe aufgenommen (Stoger, 2009, S. 22). Offenbar ist auBer-
gewohnlich hohe Intelligenz weder hinreichend noch notwendig fur auBergewdhnliche Leis-
tungen.

In der Folge weitete sich die Perspektive auf Begabung und es entstanden multidimensionale
Modelle. Multidimensional zum einen durch die Offnung fiir weitere doménenspezifische
Begabungen und zum anderen durch den Einbezug weiterer Persdnlichkeitseigenschaften oder
auch von Umweltmerkmalen. SchlieBlich hatte WiLLIAM STERN bereits 1916 sehr weitsichtig
gefordert, dass die Psychologie untersuchen misse, welche seelischen Eigenschaften zur
eigentlichen Begabung hinzutreten mussen, um besondere Leistungen zu erreichen (Stern,
1916). Allerdings muss man zugeben, dass die empirische Basis dieser Modelle haufig schmal
ist.

Ein Kklassisches — oder vielleicht auch das klassische — ist RENzuLLIS Drei-Ringe-Modell,
nach dem Begabung in der Schnittmenge von Uberdurchschnittlichen allgemeinen und spezi-
fischen kognitiven Fahigkeiten, von Kreativitdt und weit berdurchschnittlicher Aufgaben-
verpflichtung liegt, letztere wiederum umfasst kognitive, motivationale und emotionale As-
pekte. Flr RENzULLI war es wichtig, dass ein Mensch nicht hochbegabt geboren wird, son-
dern hochbegabtes Verhalten entwickelt. Ich denke, man kann sagen, dieses Modell — viel-
leicht ist es auch nur ein Bild — hat viel bewegt. Es wurde aber auch zu recht vielfach kritisiert,
beispielsweise scheinen die Gleichwertigkeit und Stabilitt der Ringe fraglich, die Umwelt
wird vernachlassigt und vor allem werden Hochbegabung und Hochleistung gleichgesetzt.
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Abb. 1: Drei-Ringe-Modell von RENzULLI

Ergebnis der Miinchner Hochbegabtenstudien ist das Miinchner Hochbegabungsmodell, das
als Begabungsbereiche intellektuelle und kreative Fahigkeiten, soziale Kompetenz, praktische
Intelligenz, kiinstlerische Fahigkeiten, Musikalitat und Psychomotorik benennt. Begabung gilt
hier als notwendiges individuelles Potenzial fur bereichsspezifische Hochstleistungen, wobei
Zuordnungen zwar nahe liegen, jedoch nicht expliziert werden. Ob es tatsachlich zu Hochst-
leistungen kommt, hangt auch von Personlichkeits- und Umweltmerkmalen ab, die als Mo-
deratoren wirksam sind. Das Modell ist in diesem Sinne kein Hochbegabungsmodell, sondern
ein Bedingungsmodell fir die Entwicklung bereichsspezifischer Leistungen, bei dem aller-
dings das Zusammenwirken der zahlreichen Variablen nicht spezifiziert wird. Darlber hinaus
bleibt unklar, ob Begabungen aus verschiedenen der angenommenen Bereiche stets empirisch
unterscheidbar sind (SR, 2006).
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Abb. 2: Minchner Hochbegabungsmodell (Heller, 2010, S.6)



Expertise

Wahrend die psychometrisch orientierte Begabungsforschung auf eine maéglichst sichere Iden-
tifikation spaterer Hochstleister fokussiert und in diesem Sinne prospektiv orientiert ist, inte-
ressiert sich die kognitionspsychologisch ausgerichtete Expertiseforschung basierend auf dem
Experten-Novizen-Paradigma fir die Grundlagen auBergewdhnlicher Leistungen und in jin-
gerer Zeit auch — jetzt aus retrospektiver Sicht — flr die zentralen Bedingungen der Experti-
seentwicklung. Beginnend mit den wegweisenden Studien zu Schach-Grofmeistern des Nie-
derlanders DEGROOT wurden Experten in ganz unterschiedlichen Doménen wie Medizin,
Physik, Informatik, Musik oder auch Tennis untersucht. Dabei gilt eine Person als Experte,
wenn sie in einem bestimmten Gebiet dauerhaft herausragende Leistungen erbringt. Bei die-
sen Untersuchungen zeigte sich doménenubergreifend, dass Experten Uber eine breitere, diffe-
renziertere und qualitativ anders strukturierte Wissensbasis verfligen, die ihnen eine effiziente
Enkodierung dargebotener Informationen und die Verwendung elaborierter Strategien flr den
Erwerb, den Abruf und die Nutzung von Wissen ermdglicht. Aullerdem orientieren sich Ex-
perten an der Tiefenstruktur von Problemen, sie erkennen bedeutsame Muster schneller, arbei-
ten flexibler, kénnen Repréasentationen schneller wechseln und mit mehrdeutigen und kom-
plexen Situationen besser umgehen.

Es gibt allerdings auch Unterschiede zwischen Experten verschiedener Domanen. Beispiels-
weise arbeiten Experten abhangig von der Art ihrer Doméne (z.B. Physik vs. Programmie-
rung) oder der Problemstellung eher vorwérts oder rickwérts (Richman, Gobet, Staszewski,
& Simon, 1996; Waldmann & Weinert, 1990). Derartige Unterschiede werden verstandlich,
wenn man bedenkt, dass Expertise nicht zuletzt durch Anpassungen des kognitiven Systems
an die spezifischen und durchaus unterschiedlichen Anforderungen der jeweiligen Domanen
entsteht (Waldmann, Renkl, & Gruber, 2003).

Fur die Entwicklung von Expertise gilt die intensive Auseinandersetzung mit der jeweiligen
Domane als entscheidendes Element. Fur ein mittleres AusmaR von Expertise in Doménen
wie Schach, Physik oder Mathematik gehen Kognitionspsychologen von mehreren tausend
Stunden Beschéftigungszeit aus (Waldmann & Weinert, 1990), fur das Erreichen von Hochst-
leistungen formulierten bereits SIMON und CHASE (1973) die weithin akzeptierte Zehnjahres-
regel. Allerdings ist dabei nicht nur die reine Beschéaftigungszeit bedeutsam, vielmehr kommt
der Qualitat der Auseinandersetzung eine entscheidende Rolle zu. Besonders wichtig ist dabei
der Umfang des intentionalen Ubens oder von deliberate practice (Ericsson, Krampe, &
Tesch-Rdmer, 1993). Darunter ist eine planvolle, langfristige, oft auch begleitete Lerntatigkeit
zu verstehen, die auf eine Verbesserung der eigenen Leistungsfahigkeit ausgerichtet und
durch entsprechend anspruchsvolle Anforderungen an der Leistungsgrenze sowie durch stan-
dige Uberwachung und Riickmeldung der erbrachten Leistungen gekennzeichnet ist.

Zur Existenz angeborener Voraussetzungen flir Expertise in verschiedenen Doméanen gab es
historisch gesehen unterschiedliche Positionen. Seit einiger Zeit wird jedoch auch in der Ex-
pertiseforschung weithin akzeptiert, dass fur die Entwicklung exzeptioneller Leistungen dis-
positionale Variablen eine wesentliche Rolle spielen. Damit wurde eine Synthese von Vorstel-
lungen, Forschungsmethoden und Ergebnissen zu Begabungen und Expertise méglich. Mitt-
lerweile kann von einer Konvergenz oder sogar von einem flieRenden Ubergang zwischen
Begabungs- und Expertiseforschung gesprochen werden (Heilmann, 1999; Perleth, 2001), der
sich auch und insbesondere in integrativen Modellierungen einer Begabungs-, Talent- oder
Expertiseentwicklung zeigt.

Ich werde spater darauf zuriickkommen.



Mathematische Begabungen

Mathematische Begabung — was ist das? Ein klassischer Definitionsvorschlag stammt von
KARL KIERWETTER aus Hamburg, der 1985 formulierte:

,,Mathematische Hochbegabung ist ein Konglomerat von (abtestbaren) Eigenschaf-
ten und Fahigkeiten eines Individuums, aufgrund dessen die Voraussage gemacht
werden kann, dal dieses Individuum spater und mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
ganz besondere, innerhalb der Mathematik wertvolle Leistungen erbringen wird
(wenn es im mathematischen Bereich tatig wird)* (KieBwetter, 1985, S.302).

Natdrlich lassen sich an eine solche Definition immer auch Fragen richten. Zwei zentrale, die
in den vergangenen Jahrzehnten immer wieder gestellt wurden, formulierten WIECZERKOWSKI
und Kollegen in einem Aufsatz im ,,International Handbook of Giftedness und Talent” (Heller,
Monks, Sternberg, & Subotnik, 2000). Erstens: Ist mathematische Begabung ein Ausdruck
spezifischer kognitiver Merkmale oder ist sie, zumindest zum wesentlichen Teil, Ergebnis
einer hohen allgemeinen Intelligenz? Und zweitens: Ist mathematische Begabung ein monoli-
thisches Konstrukt oder gibt es verschiedene Begabungsprofile? (Wieczerkowski, Cropley, &
Prado, 2000, S.413) Zugleich wiesen sie auf die — gelegentlich allerdings auller Acht gelasse-
ne — Selbstverstandlichkeit hin, dass Antworten auf diese Fragen und Ansatze, solche Ant-
worten zu finden, vor allem auch davon abhéngig sind, was unter Mathematik verstanden
wird.

Erfasst man mathematische Leistungen durch Aufgaben, die sich kaum von den in Intelligenz-
tests verwendeten Items unterscheiden und bei denen es in erster Linie darauf ankommt, sie
schnell und fehlerfrei zu I6sen — wobei letzteres ausschlieRlich am Erwartungshorizont der
Testentwickler gemessen wird (KieRwetter, 1992) —, so berrascht es nicht, wenn sich Dimen-
sionen mathematischer Leistung kaum von denen der allgemeinen (Test-) Intelligenz unter-
scheiden (Zimmermann, 1992).

Zumindest starkere fachliche Bezlige haben spezifische Schulleistungs- oder Studierféhig-
keitstests. Ein hdufig auch zur Identifikation dann jingerer mathematisch oder auch sprach-
lich begabter Schilerinnen und Schuler genutzter ist der amerikanische SAT, zu dem die fol-
gende Abbildung zur Hlustration einige Beispiele fir Trainingsaufgaben wiedergibt.

1. Of the following, which is greater than %z ? A

B
A 205 ;E
B. 477
C. 4/9 C D
D. &1
E. 613

10. In the figure above AD =4, AB = 3 and CD = 9. What is the

2. If an object travels at five feet per second. how many feet does it area of triangle AEC ?

travel in one hour?

A 30 A 18
B. 300 B.135
C. 720 c.9
D. 1800 D.45
E. 18000 E 3

Abb. 3: Trainingsaufgaben zum SAT (http://www.majortests.com/sat/math-skills.php)



Anhand des SAT wurden in einer Untersuchung von CAMILLA BENBOW zunéachst knapp 300
mathematisch begabte und etwas mehr als 150 sprachlich begabte 13-Jahrige identifiziert —
sie gehdrten zu den besten 0,01% ihrer Altersgruppe —; anschliefend wurden ihre Leistungen
in verschiedenen Intelligenz- und Fahigkeitstests, unter anderem angelehnt an THURSTONES
Primarfaktoren verglichen. Nur 16 Jungen und zwei Méadchen gehdrten ubrigens zu beiden
Gruppen, bei den anderen zeigten sich signifikante Gruppenunterschiede in fast allen Fahig-
keitsbereichen, wobei die Gruppenzugehdrigkeit und nicht beispielsweise das Geschlecht den
stérksten Einfluss auf die Testergebnisse hatte (Benbow & Minor, 1990). Bereits auf der
Grundlage des SAT lasst sich also das Konzept einer allgemeinen intellektuellen Hochbega-
bung, die mathematische Begabung umfassen wirde, nicht halten.

Allerdings muss man kritisch fragen, ob solche Tests wie der SAT — die doch zu einem gro-
Ren Teil Wissensbestdnde und mehr oder weniger eingetibte VVorgehensweisen abprifen —
unserem Bild von Mathematik als problemlésender und theoriebildender Tétigkeit gerecht
werden. Dariber hinaus besitzen ausschlieBlich produktorientierte, eindimensionale Punktbe-
wertungen — mit denen auch der SAT arbeitet — wohl kaum Potenziale zur Kennzeichnung
und detaillierten Beschreibung von Begabungen. WALDMANN und WEINERT sehen diese da-
gegen vor allem in Antworten auf die Frage, ,,durch welche Denkprozesse diese hohen Leis-
tungen zustande kommen und in welchen kognitiven Prozessen und Strukturen sich Individu-
en mit hohen und geringen Leistungen voneinander unterscheiden” (Waldmann & Weinert,
1990, S.22, Hervorhebungen T.F.). Dass diese Prozessebene notwendig ist, um unseren Hun-
ger nach Explikation zu stillen — wie es ADOLF OTTO JAGER, der Vater des Berliner Intelli-
genzstrukturmodells einmal formulierte — war ubrigens bereits den frihen Psychometrikern
Klar. So war beispielsweise fiir THURSTONE, als die psychologische Interpretation seiner Pri-
marfaktoren anstand, Selbstbeobachtung bei der Bearbeitung entsprechender Markieraufga-
ben Mittel seiner Wahl (Jager, 1984).

VADIM KRUTETSKII gehérte wohl zu den ersten Psychologen, die sich dann nicht nur aus psy-
chometrischer Sicht mit mathematischen Begabungen beschéftigten. Gemeinsam mit seiner
Arbeitsgruppe unternahm er bereits in den 1950er und 1960er Jahren einen auch fur heutige
Forschungsarbeiten noch grundlegenden Versuch der Beschreibung mathematischer Bega-
bungen im Schulalter aus einer kognitionspsychologischen Perspektive. Dazu wurden um-
fangreiche empirische Untersuchungen mit mehr als 200 Schiilerinnen und Schilern der zwei-
ten bis zehnten Klassenstufe durchgefiihrt, die aufgrund ihrer Noten, vor allem aber auch auf
der Basis von Lehrerurteilen als mathematisch leistungsstark, durchschnittlich oder relativ
leistungsschwach eingeschatzt wurden. Um vor allem auch die qualitativen Aspekte mathe-
matischer Losungsprozesse zu erfassen, wurden den Schilerinnen und Schilern bis zu 26
Aufgabenserien vorgelegt, die jeweils aus mehreren Subtests und diese wiederum aus einer
Folge von Aufgaben mit steigendem Schwierigkeitsgrad bestanden. Die folgende Abbildung
zeigt einige Aufgabenbeispiele aus einer Serie, mit der das Umkehren von Gedankengéngen
erfasst werden sollte. Dabei wurden den Probanden ubrigens bereits mehrere Wochen vor der
Hauptuntersuchung zu den hier genutzten Umkehraufgaben analoge Aufgaben vorgelegt. So
sollte erkundet werden, welchen Einfluss die unmittelbar vorausgehende Beschaftigung mit
der originalen Aufgabe auf die Bearbeitung der Umkehraufgabe hat.



e Eine Mutter ist dreimal so alt wie ihre Tochter. In 10 Jahren wird sie nur noch
zweimal so alt sein. Wie alt ist die Mutter?

e Ein Vater ist 35 Jahre alt und sein Sohn ist 5 Jahre alt. In wie vielen Jahren wird
der Vater dreimal so alt wie der Sohn sein?

e  Wie lange muss man arbeiten, um a Rubel zu verdienen, wenn man einen Tages-
lohn von b Rubel erhélt?

e Wie viel verdient man in ¢ Tagen, wenn der Tageslohn d Rubel betragt?

e  Wie grof3 ist die Summe der Innenwinkel eines konvexen Siebenecks?

e Die Innenwinkelsumme eines konvexen Vielecks betrdgt 1800°. Wie viele
Ecken hat die Figur?

Abb. 4: Aufgaben zum Umkehren von Gedankengangen nach KRUTETSKII (1976)

Erfasst wurde nicht nur, wie weit die Aufgabenserien durch die Untersuchungsteilnehmer
selbststandig bearbeitet werden konnten, sondern auch, wie weit sie mit leichten Unterst(t-
zungen durch den Versuchsleiter kamen. Dadurch sollte die einmalige ,,Punktmessung* er-
géanzt werden durch Anhaltspunkte zur jeweiligen Zone der néchsten Entwicklung. Die Ana-
lysen der Bearbeitungsprozesse und —ergebnisse wurden durch mehrjahrige Beobachtungen,
Befragungen von Eltern und Lehrern, von Mathematikdidaktikern und Mathematikern erganzt
sowie durch biografische Forschungen weiter angereichert (Krutetskii, 1976).

Die in der Untersuchung herausgearbeiteten spezifischen Féhigkeiten und Merkmale, in denen
sich mathematisch erfolgreiche von weniger erfolgreichen Schulerinnen und Schilern unter-
scheiden, lassen sich sehr knapp und orientiert am Modell der Informationsverarbeitung etwa
auf folgende Weise zusammenfassen (S.350f.):

e Gewinnen mathematischer Informationen: Fahigkeit zur formalisierten Wahrnehmung
mathematischen Materials, zum Erfassen der formalen Struktur eines Problems

e Verarbeiten mathematischer Informationen: Fahigkeit zum bereichsspezifischen logi-
schen Denken; F&higkeit zum Denken in mathematischen Symbolen; Fahigkeit zur
schnellen und breiten Generalisierung mathematischer Objekte, Beziehungen und Opera-
tionen; Fahigkeit zur Verkiirzung von Prozessen mathematischen Schlussfolgerns; Fahig-
keit zum Denken in verkirzten Strukturen; Beweglichkeit des Denkens im mathemati-
schen Bereich; Streben nach Klarheit, Einfachheit, Okonomie und Rationalitat von Lo-
sungsprozessen; Umkehrbarkeit mentaler Prozesse beim mathematischen Schlussfolgern

e Speichern mathematischer Informationen: mathematisches Gedachtnis (verallgemeinertes
Wissen Uber mathematische Beziehungen, Typen von Aufgaben und Problemen, Argu-
mentations- und Beweisschemata, Problemldsemethoden, grundsétzliche Zugangsweisen)

o allgemeine synthetische Komponente: mathematische Gerichtetheit

Die beschriebenen Komponenten sind nach KRUTETSKII eng miteinander verknipft und beein-
flussen sich gegenseitig. Deren Verbindung zu einer Struktur mathematischen Denkens kann
individuell unterschiedlich sein, wobei Komponenten auch durch andere kompensiert werden
kénnen. Hohe mathematische Leistungen lassen sich demnach durch verschiedene Komplexe
von Fahigkeiten bzw. ,,psychischen Besonderheiten* erreichen (Krutezki, 1968). Es gibt daher
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verschiedene Auspragungen mathematischer Begabungen, zumal nach KRUTETSKII zusétzlich
weitere nitzliche, allerdings nicht notwendige Merkmale wie die Geschwindigkeit von Denk-
prozessen, Rechenfertigkeiten, ein ausgepragtes Geddachtnis fir Symbole, Zahlen und For-
meln, Raumvorstellungsvermdgen sowie die Fahigkeit zum anschaulichen Vorstellen abstrak-
ter mathematischer Beziehungen und Abhéngigkeiten existieren (Krutetskii, 1976).

Die Auspragungen der beiden letztgenannten Aspekte bestimmen nicht die Hohe der Bega-
bung, nach KRUTETSKII allerdings deren Typ. Nach dem Verhaltnis von bildhaft-
anschaulicher und begrifflich-logischer Komponenten zueinander unterscheidet er zwischen
dem geometrischen, dem analytischen und dem harmonischen Typ, der wohl die meisten
Entwicklungspotenziale mit sich bringt.

KRUTETSKIIS Charakterisierung mathematischer Begabungen gilt in dieser Allgemeinheit eher
fir Mittelstufenschiler. Seine damalige Doktorandin, IRINA DUBROVINA, konzentrierte ihre
Untersuchungen auf das Grundschulalter. Sie zeigten, dass sowohl das Streben nach 6kono-
mischem Denken als auch ein mathematisches Gedéachtnis im Grundschulalter noch nicht zum
Ausdruck kommen, darlber hinaus sind Flexibilitdt und Reversibilitat des Denkens allenfalls
in ,,Keimform* zu beobachten, wobei das Umkehren von Gedankengangen als besonders an-
spruchsvoll gilt (Lompscher & Gullasch, 1977). Auch die Verkirzung von Denk- und Ver-
arbeitungsprozessen kommt erst gegen Ende der klassischen Grundschulzeit Uber elementare
Formen hinaus, dagegen ist das zuigige Erfassen der formalen Struktur einer mathematischen
Situation fur begabte Kinder bereits friher moglich; gegen Ende der Grundschulzeit kénnen
sie auch mit komplexeren Strukturen umgehen. VVon allen Komponenten tritt im Grundschul-
alter nach DUBROVINA ,,am Klarsten die Fahigkeit zur Verallgemeinerung des Mathematik-
stoffes hervor, verstandlicherweise in relativ einfacher Form als Fé&higkeit, das Gemeinsame
in verschiedenen Aufgaben und Beispielen zu erfassen und entsprechend auch das Unter-
schiedliche im Gemeinsamen zu sehen* (Krutezki, 1968, S.52).

Sind die von KRUTETSKII beschriebenen Fahigkeiten und Merkmale spezifisch mathematisch?
Dies mag man zunéchst kritisch sehen, schlieRlich spielen beispielsweise das Generalisieren
und das Umkehrenkénnen auch in nichtmathematischen Bereichen eine grof3e Rolle und leicht
lassen sich Korrespondenzen beispielsweise zum Konzept der fluiden Intelligenz von CAT-
TELL herstellen (Foth & van der Meer, 2013). KRUTETSKIIS Antwort verdeutlicht das folgende
Zitat:

“Certain features of a pupil’s mental activity can characterize his mathematical activ-
ity alone — can appear only in the realm of the spatial and numerical relationships ex-
pressed in number and letter symbols, without characterizing other forms of his ac-
tivity and without correlating with corresponding manifestations in other areas. Thus,
mental abilities that are general by nature (such as the ability to generalize) in a
number of cases can appear as specific abilities (the ability to generalize mathemati-
cal objects, relations, and operations). There appears to be every basis for speaking
of special, specific abilities, and not of general abilities that are only refracted in a
unique way in mathematical activity.” (Krutetskii, 1976, S. 360)

Fur ihn sind es also sehr wohl spezifische oder spezifizierte Fahigkeiten, denn Fahigkeiten
existieren nicht an sich, sondern immer nur an bestimmten Inhalten, mit denen sie eine un-
trennbare Einheit bilden, wie es LOMPSCHER etwa zur selben Zeit formuliert hat (Lompscher
& Gullasch, 1977). Dies ist eine Sichtweise, die beispielsweise auch von WALDMANN und
WEINERT (1990) oder WIECZERKOWSKI (1995) geteilt wird. Mir scheint es plausibel, dass sich
zunachst allgemeine kognitive Fahigkeiten im Téatigsein weiter entwickeln und eben auch
spezifizieren. Eine wesentliche Rolle kdnnte dabei auch die Akkumulation von Kenntnissen
spielen, die einerseits durch Féhigkeiten des Individuums gewonnen werden und andererseits
eine wesentliche Grundlage der Entwicklung und Realisation von geistigen Fahigkeiten sind.
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In diesem Sinne wiirden sich Fahigkeiten, Wissen und Téatigsein in engen Wechselwirkungen
aneinander fortentwickeln.

Inwieweit die von KRUTETSKII und den im Folgenden zitierten Mathematikdidaktikern be-
schriebenen Féhigkeiten mathematikspezifisch und zugleich charakterisierend fiir mathema-
tisch begabte Schilerinnen und Schiiler sind, héngt selbstverstandlich auch von der mathema-
tischen Reichhaltigkeit der Anforderungssituationen ab, in denen sie gezeigt werden (kénnen).

In dieser Reichhaltigkeit unterscheiden sich psychologische und mathematikdidaktische
Untersuchungen ganz erheblich. Um fir ein Forderprojekt fiir mathematisch begabte Mittel-
stufenschuler die notwendigen Auswahlentscheidungen treffen zu kénnen, entwickelte KIgR-
WETTER den Hamburger Test fiir mathematische Begabung. Die folgende Problemstellung
illustriert die fur den Test entwickelten.

Statt einer leeren halben Seite:

Eine Aufgabe, die auch im HTMB verwendet werden kinnte (Bearbeitungs-
zeit dann ca. 17 Minuten).

Stelle Dir wvor, Du solltest mit | [
Streichhélzern der Linge 1 ein | ‘
Gitterrechteck - wie nebenan skiz- |

ziert - mit den ganzzahligen Sei- ‘ ‘
tenlingen a und b auslegen. SRR e e T J

1} Ala,b) sei die Zahl der dafiir nétigen Streichhélzer (bei unserem Beispiel
ist A4,3)=31 ).
Bestimme A(50,60).
Gib eine Regel (oder Formel) an, mit der man Ala,b) berechnen kann,
ganz gleich, wie grof} die natiirlichen Zahlen a und b gew#hlt werden.

2) Formuliere und bearbeite die entsprechende Aufgabe filr den 3-dimensio-
nalen Raum (also fiir Kérper anstelle von Flichen in der Ebene).

3) Formuliere weitere und #hnliche Probleme.

Abb.5: lllustrierende Problemstellung zum HTMB (KieRwetter, 1988, S. 89)

Die grolRe mathematische Reichhaltigkeit ist verbunden mit zunehmender Offenheit, gemein-
sam sollen sie mathematisches Tatigsein im engeren Sinne ermdoglichen und anregen. Fur eine
Bewertung sind selbstverstandlich nicht nur Ergebnisse, sondern vor allem Vorgehensweisen
von Interesse. Zugleich wird meines Erachtens deutlich, dass fur eine erfolgreiche Auseinan-
dersetzung nicht nur die Verfligbarkeit spezifischer Fahigkeiten, sondern auch von darauf
aufbauenden, bereits komplexeren Denk- und Handlungsmustern bedeutsam ist. In diesem
Sinne verstehe ich den folgenden von KARL KIERWETTER formulierten Katalog, der aber aus-
driicklich keine umfassende Beschreibung einer mathematischen Begabung sein soll, stattdes-
sen aber gleichzeitig Orientierung geben mdochte fur die Forderung mathematisch begabter
Mittel- und Oberstufenschiler (KieBwetter, 1985, S.302): Organisieren von Material;Sehen
von Mustern und Gesetzen; Erkennen von Problemen, Finden von Anschlussproblemen;
Wechseln der Reprasentationsebene (vorhandene Muster bzw. Gesetze in ,,neuen* Bereichen
erkennen und verwenden); Strukturen héheren Komplexitatsgrades erfassen und darin arbei-
ten; Prozesse umkehren.

Man mag einwenden, dass der Einsatz solch komplexer Problemstellungen und die Analyse
im Hinblick auf die von KIERWETTER genannten Denk- und Handlungsmuster methodisch
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nicht einfach ist, sich testtheoretisch schlecht absichern lasst und dass eine ,,Normierung*“ aus
der Natur der Sache heraus nur schwer maéglich ist. Man erlangt deshalb womdglich lediglich
ein mit Unsicherheiten und Unschérfen behaftetes Bild, aber wenigstens ein Bild von dem
Phanomen, fur das man sich tatséchlich interessiert.

Will man mathematische Begabungen im Grundschulalter untersuchen, muss man fachliche
Reichhaltigkeit, Komplexitat und Offenheit reduzieren, aber natirlich nicht beliebig. Abb.6
zeigt ein Beispielmaterial aus dem von MARIANNE NOLTE geleiteten Hamburger Forschungs-
und Forderprojekt fur Grundschulkinder. Die Plusdreiecke wurden fir eine ,,Schnupperphase*
— den Mathetreff fir Mathefans — entwickelt, sie leiten deshalb einen Bearbeiter noch etwas
starker an, erlauben aber dennoch substanzielle Entdeckungen, sie ermdglichen verschiedene
VVorgehensweisen, provozieren Argumentationen und regen vor allem auch zu einer langeren
Auseinandersetzung an.

Was man so alles an den Plus-Dreiecken entdecken kann:

| Zur Information:

Bei Plus-Dreiecken steht unter zwei Zahlen jeweils deren Summe.

Beispiele:
(1) (2) (3)
3 5 5 2 0 1
8 b 6 3 1 2
14 9 3
| Aufgaben: B
A Kann man in solchen Plus-Dreiecken auch 5, 6, 11 und 12 herstel-
len?

B Kann man jede Zahl herstellen?

C Welche Zahlen kann man herstellen, wenn in der ersten Zeile keine
0 stehen darf?

D Gib alle Mdoglichkeiten an, in solchen Plus-Dreiecken die 5 herzu-
stellen.

Abb. 6: Plus-Dreiecke (Nolte, 2004, S.85)

Das folgende Beispiel ist eine Aufgabe aus dem Indikatoraufgabentest von FRIEDHELM KAP-
NICK flr Schiilerinnen und Schiler der dritten und vierten Jahrgangsstufe. Unter anderem die-
ser Test wurde in den 1990er Jahren im Rahmen einer Studie von KAPNICK entwickelt, mit
der das Themenfeld Begabung fir den Grundschulbereich erschlossen wurde. lhr Ziel war es,
spezifische Merkmale fir Dritt- und Viertklassler mit einer ,potenziellen mathematischen
Begabung“ und davon ausgehend verschiedene Auspragungstypen einer mathematischen Be-
gabung im Grundschulalter zu kennzeichnen. Ausgehend von den Ergebnissen KRUTETSKIIS
und KIERWETTERS sowie einer breiten Analyse fachwissenschaftlicher, fachdidaktischer, pa-
dagogischer und psychologischer Literatur konstruierte FRIEDHELM KAPNICK ein Merkmal-
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system, das neben mathematikspezifischen Begabungsmerkmalen erstmals explizit auch be-
gabungsstutzende allgemeine Personlichkeitseigenschaften umfasste und damit die kindliche
Gesamtpersonlichkeit einbezog. Zu ersteren entwickelte und erprobte Képnick besagte Indi-
katoraufgaben, der daraus schlieBlich konstruierte Test wurde in einer Vergleichsuntersu-
chung mit 70 als potenziell mathematisch begabt benannten und 44 weiteren Dritt- und Viert-
klasslern eingesetzt.

Im nebenstehenden Dreieck kann man
Besonderheiten in der Anordnung der
Zahlen entdecken

a) Welche Besonderheiten erkennst du in
der Anordnung der Zahlen?
Gib fiir 3 erkannte Besonderheiten
Zahlenbeispiele an und beschreibe 2 6 ‘f-
die Besonderheil jeweils in einem Satz!

Lésung:

b) Versuche, ein zweites Dreteck mit denselben Besonderheiten zusammenzusiellen!
Verwende dabei andere Zahien!

Abb.7: Indikatoraufgabe von KAPNICK (1998, S.152)

Die Identifikation der mathematisch begabten Schilerinnen und Schuler erfolgte durch Leh-
rer- oder Selbstnomination erganzt durch Beobachtungen wahrend der ersten Treffen eines
universitaren Forderprojekts. Die Vergleichsgruppe setzte sich aus zwei kompletten Schul-
klassen zusammen, wobei auf ein zur Begabtengruppe nahezu gleiches Geschlechterverhaltnis
geachtet wurde. Die Ergebnisse des Indikatoraufgabentests bestatigten die zuvor theoretisch
gewonnenen mathematikspezifischen Begabungsmerkmale ganz Uberwiegend. Zur empiri-
schen Absicherung moglicher begabungsstitzender Personlichkeitseigenschaften wurden 38
Lehrerinnen gebeten, 91 potenziell mathematisch begabte Dritt- und Viertklassler aus ihren
Schulklassen anhand eines Fragebogens einzuschétzen (Képnick, 1998).

Das auf diese Weise entwickelte und im Folgenden knapp zusammengefasste Merkmalsystem
konnte dartiber hinaus in Einzelfallstudien und zwischenzeitlich in weiteren Untersuchungen
unter anderem von ASTRID HEINZE, CLAUDIA LACK und DANIELA AsMUS bestatigt werden: Es
wurde spéater von FRIEDHELM KAPNICK und MANDY FucHs zu einem Modell der Entwicklung
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mathematischer Begabungen im Grundschulalter (Kapnick, 2006) ausgebaut, in dem diese u. a.
als dynamisches Potenzial zu besonderen Leistungen gekennzeichnet werden:

o Mathematikspezifische Begabungsmerkmale: mathematische Sensibilitat; Originalitat und
Fantasie bei mathematischen Aktivitaten; Gedéchtnisfahigkeit fiir mathematische Sach-
verhalte; F&higkeit zum Strukturieren; Fahigkeit zum Wechseln der Représentationsebe-
nen; Fahigkeit zur Reversibilitat und zum Transfer

o Begabungsstutzende allgemeine Personlichkeitseigenschaften: hohe geistige Aktivitat;
intellektuelle Neugier; Anstrengungsbereitschaft, Leistungsmotivation; Freude am Pro-
blemlésen; Konzentrationsféhigkeit; Beharrlichkeit; Selbststandigkeit; Kooperationsfa-
higkeit (vgl. Kapnick, 1998, S.119).

Wie Sie sehen, umfasst diese Liste auch schwer operationalisierbare und durch Testaufgaben
kaum erfassbare Aspekte wie Sensibilitat und mathematische Fantasie, die dennoch wichtig
sind — selbstverstandlich gilt hier ebenso, was vorhin zu KIERWETTERS Katalog bemerkt wurde.

Bei den mathematikspezifischen Begabungsmerkmalen, darauf sei noch einmal ausdriicklich
hingewiesen, kommt es darauf an, dass sie in mathematisch hinreichend reichhaltigen Situa-
tionen gezeigt werden kdnnen. Im Hinblick auf diese Merkmale konnte KAPNICK aus den Er-
gebnissen des Indikatoraufgabentests mittels Clusteranalyse aulerdem vier Typen konstruie-
ren, die deutliche Differenzen in ihren Fahigkeitsprofilen aufweisen. Unterschiede wurden
beispielsweise hinsichtlich des Speicherns visueller Zahlenstrukturen, des Einpréagens akus-
tisch gegebener Zahlen, hinsichtlich des Raumvorstellungsvermdgens oder des Umgangs mit
besonders komplexen Problemstellungen beobachtet. Zu jeweils zwei der vier Typen liel3en
sich etwa gleich viele Schulerinnen und Schuler zuordnen, sodass tatsachlich die Existenz
verschiedener Profile mathematischer Begabung im Grundschulalter nahe liegt. Auch beziig-
lich begabungsstitzender Personlichkeitseigenschaften deuteten sich verschiedene Auspré-
gungen an, inwieweit es sich dabei um Typen handelt, musste allerdings offen bleiben.

Neben einmaligen Testungen und Befragungen flihrte FRIEDHELM KAPNICK im Rahmen sei-
ner Studie auch langerfristige Beobachtungen der als potenziell mathematisch begabt identifi-
zierten Madchen und Jungen durch. Dabei schienen einige Kinder mitunter bereits verfestigte
Problemldsestile entwickelt zu haben. In einer spezifisch ausgerichteten Nachfolgeuntersu-
chung von MANDY FucHs, in der detaillierte Einzelfallstudien mit quantitativen Analysen
kombiniert wurden, konnten drei verschiedene typische Vorgehensweisen von Dritt- und
Viertklasslern beim Problemldsen empirisch nachgewiesen bzw. begriindet werden (Fuchs,
2006).

Allerdings beriihrt dies ja die zweite Frage WIECZERKOWSKIS. Zur ersten, also zur Spezifitat
einer mathematischen Begabung ist auch aus mathematikdidaktischer Sicht bereits Einiges
angeklungen. Natdrlich lassen sich weitere Hinweise finden. So werden Fallstudien berichtet,
beispielsweise von BERND ZIMMERMANN, der im Hamburger Forderprojekt den 14j&hrigen
Fritz kennenlernte, der mit einem 1Q von knapp tber 90 zu den leistungsstérksten Teilneh-
mern zadhlte und sich vor allem durch sehr gute, ausgereifte Ideen, eine schnelle Auffassungs-
gabe, ein genaues Sprachverstandnis und durch Konzentration auf das Wesentliche auszeich-
nete. MARIANNE NOLTE skizzierte kirzlich verschiedene Fdélle ,,zweifach aufl3ergewohnli-
cher* Grundschuler, die Gber ungewohnliche mathematische Fahigkeiten, insgesamt jedoch
uber sehr ungleichméllige F&higkeitsprofile verfiigten (Nolte, 2013b). Darunter waren der
neunjahrige Lars, der auRergewohnlich gut im DeMAT 2+ abschnitt, dessen verbale Fahigkei-
ten den mit dem CFT 20R gemessenen Gesamt-1Q allerdings um mehr als zwei Standardab-
weichungen unterschritten. Oder auch Justin, acht Jahre alt, der Giber ganz auf3ergewohnliche
mathematische und weit unterdurchschnittliche Lesefahigkeiten verfugte, was Ubrigens im
Schulunterricht zuvor kaum aufgefallen war.
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Aber auch Uber Einzelfalle hinaus gibt es Ergebnisse aus jungster Zeit, die sehr deutlich fur
die Notwendigkeit sprechen, zwischen mathematischen und allgemeinen intellektuellen Be-
gabungen bzw. hoher Intelligenz zu unterscheiden. Beispielsweise aus dem Hamburger For-
schungs- und Férderprojekt von MARIANNE NOLTE:

Da in der Millionenstadt Hamburg unter den an einer Teilnahme am Forderprojekt interessier-
ten Drittklasslern eine Auswahl erfolgen muss, werden die Kinder dort zunéchst zu einer Pro-
beveranstaltung — dem ,,Mathetreff fur Mathefans* (Nolte, 2004) — eingeladen. Danach be-
arbeiten die Schulerinnen und Schiler einen eigens entwickelten Mathematik- sowie einen
Intelligenztest (CFT 20 bzw. CFT 20R), der besonders stark mit den Mathematiknoten korre-
liert. Mittlerweile liegen vollstandige Daten von 1663 Madchen und Jungen aus neun Jahr-
géangen vor. Fur die hier vorzustellende Analyse konnten diese Kinder als Gesamtgruppe be-
trachtet werden, da sich die jeweiligen Testergebnisse uber alle Jahrgédnge hinweg nicht signi-
fikant voneinander unterschieden. In dieser Gesamtgruppe korrelierten nun die Ergebnisse
von Intelligenz- und Mathematiktest — fir den jeweils eine Rangliste gebildet wurde —
mit -0,34. Allerdings wurde dieser Zusammenhang deutlich schwécher fur solche Kinder, die
besonders gute Ergebnisse im Mathematiktest erreichten, so sank beispielsweise der Korrela-
tionskoeffizient fur die R&nge 1 bis 15 auf -0,14.

Der nicht sehr starke statistische Zusammenhang und dessen weitere Reduktion sind aufgrund
der (zunehmenden) Selektivitat und der (abnehmenden) Stichprobengrélie teilweise erwartbar,
darin wird aber auch deutlich: Intelligenztestergebnisse und mathematische Leistungsfahig-
keit hédngen Uber die Gesamtpopulation betrachtet zwar zusammen, allerdings kann eine be-
sondere mathematische Begabung — wie sie etwa von KIERWETTER oder KAPNICK beschrieben
wird und die sich in der erfolgreichen Auseinandersetzung mit mathematisch reichhaltigen
Problemstellungen zeigt — nicht aus dem 1Q abgeleitet werden (Nolte, 2011, 2013a).

Mit den Arbeiten von KRUTETSKII, KIERWETTER und KAPNICK liegen Charakterisierungen
mathematischer Begabungen mit unterschiedlichen Akzentuierungen vor. In einschldgigen
aktuellen Arbeiten zu den ersten Schuljahren von DANIELA Agmus (2007, 2008) und zum
Vorschulalter von KATHRIN TALHOFF (2012) zeigen sich viele Gemeinsamkeiten mit dem
Merkmalsystem von KAPNICK, aber auch Unterschiedlichkeiten. Dies provoziert die kritische
Frage, was dies theoretisch flr das Konzept ,,mathematische Begabung“ bedeuten konnte.
Selbst wenn man es nicht im klassischen Sinne, sondern als dynamisches Konstrukt denkt,
lasst sich kritisch nach der Absicherung der Wahrscheinlichkeitsaussage in der Begabungsde-
finition von KIERWETTER oder nach der Gultigkeit der INUS-Bedingung fragen, nach der Be-
gabungen nicht hinreichend, aber notwendiger Bestandteil eines hinreichenden Bedingungs-
gefiiges zum Erreichen exzeptioneller Leistungen sind. AuRerdem: Wie steht es um die Erfah-
rungsabhéangigkeit einzelner Merkmale, insbesondere wohl mit Blick auf die von KIERWETTER
herausgearbeiteten komplexen Operationen mathematischen Denkens und Handelns? Oder
auch: Wie passen die Methoden der empirisch gestiitzten Konstruktion der Merkmalsysteme
zum Begabungsbegriff? Inwieweit gehen beschriebene Begabungen besonderen Leistungen
voraus und woher rithren die Ahnlichkeiten mit Kennzeichen von Expertise?

Einerseits sind es diese Fragen, andererseits mogliche Potenziale, die mich zu dem Vorschlag
fiihren, Ansatze aus der psychologischen Forschung zu einer Synthese von Begabungs- und
Expertisekonzept auch fir die Mathematikdidaktik aufzugreifen.

Als besonders interessanter Ansatz zu einer solchen Integration erscheint mir das von ROBERT
STERNBERG (1998, 2000) vorgeschlagene Modell einer sich entwickelnden Expertise. Nach
diesem ist ein Individuum kontinuierlich in einem Prozess der sich entwickelnden mathemati-
schen Expertise, wann immer es mathematisch tatig ist. Dabei gibt es interindividuelle Unter-
schiede hinsichtlich Geschwindigkeit und Asymptote der Expertiseentwicklung, die wohl in
angeborenen Merkmalen begriindet sind. Einfluss auf diese Entwicklung haben aber vor allem
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auch Umfang und Art der Auseinandersetzung mit Mathematik und die Unterstiitzung durch
die Umwelt, wobei insgesamt die durch Umweltfaktoren bedingte Varianz hochstwahrschein-
lich deutlich grofer ist als die in angeborenen Unterschieden begriindete (dazu auch Simonton,
1999).

Entscheidend fiir das STERNBERGSche Modell ist, dass Begabungs- oder auch Intelligenztests
Aspekte des aktuellen Entwicklungsstands der Expertise erfassen. Damit werden sowohl die
Erfahrungsabhédngigkeit entsprechender Testergebnisse als auch der enorme Einfluss von
Lern- und Ubungsprozessen auf die anschlieRende Entwicklung betont. Auch wenn derartige
Tests in der Praxis hdufig zur Vorhersage spéterer Leistungen beispielsweise in Schule, Stu-
dium oder Beruf benutzt werden, kommt den damit gemessenen Konstrukten deswegen aus
theoretischer Sicht kein grundlegenderer oder kausaler Charakter zu.

Grundlagen fur die Entwicklung einer mathematischen Expertise sind in Abb.8 veranschau-
licht, wobei Schattierungen den Einfluss angeborener Variablen und Doppelpfeile die vielfél-
tigen, aus meiner Sicht sehr wesentlichen Wechselwirkungen der verschiedenen Bereiche
aufeinander andeuten sollen; der punktierte Pfeil steht fiir die Dynamik aller Bereiche. Deren
Eigenschaften, die Bedeutung von Merkmalen aus den verschiedenen Bereichen und auch die
Gesamtbedeutung der jeweiligen Bereiche fir die Expertiseentwicklung verandern sich im
Laufe der Zeit (vgl. dazu auch Arbeiten zu unterschiedlichen Phasen der Expertiseent-
wicklung; z. B. Bloom, 1985; Subotnik, 2008).

" Umwelt

Entwicklung im
kognitiver Verlauf der Zeit
Apparat
mathematik-

spezifische
Erfahrunge

Abb. 8: Merkmalsbereiche zur Entwicklung mathematischer Expertise (Fritzlar, 2013, S.49)

Leider kann ich nicht auf alle Details eingehen und muss hier auf die entsprechende Literatur
verweisen. Nur so viel:

Ausgangspunkt der Entwicklung mathematischer Expertise sind weitgehend angeborene hirn-
organische Strukturen, teilweise domanenspezifische basale Prozesse und Lernpotenziale
(Weinert, 2000). Zahlreiche Untersuchungen beispielsweise zur Neuroplastizitat haben aller-
dings gezeigt, dass dieser Merkmalsbereich auch noch im Erwachsenenalter teilweise flexibel
ist und durch Lernprozesse beeinflusst werden kann (z.B. Neubauer & Stern, 2007; Spitzer,
2002; fur die Doméne Musik z.B. Olbertz, 2009). So wiesen PESENTI et al. (2001) beispiels-
weise nach, dass Experten im Kopfrechnen im Vergleich zu Nichtexperten beim Rechnen
andere neuronale Bereiche und Netzwerke unter Einbezug des episodischen Geddachtnisses
nutzen. Auch wenn der Einfluss genetischer Dispositionen (und deshalb der schattierte Anteil
in der Abbildung) relativ grol} ist, kommt also der Verfligbarkeit von Lerngelegenheiten den-
noch eine wichtige Rolle zu (Perleth & Wilde, 2009).
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Schlisselelement fur die weitere Expertiseentwicklung ist das mathematische Tétigsein, denn:
»Alle geistigen Kompetenzen missen gelernt werden“ wie es FRANZ EMANUEL WEINERT
einmal formulierte (Weinert, 2000, S.12). Dabei spielt selbstverstdndlich nicht nur ein hinrei-
chend grofRer Umfang, sondern insbesondere auch die Qualitat von Erfahrungen bzw. infor-
meller und formaler Lernaktivitaten eine entscheidende Rolle.

Erfolgt die Auseinandersetzung mit der Doméne Mathematik anfangs spielerisch, informell
und eher von den vorfindbaren Umstanden bestimmt, wird spéter eine zielgerichtete, anstren-
gungsorientierte Ausbildung wichtig. Fur das Erreichen aulRergewohnlicher Leistungen ist
schlieBlich eine zunehmende Ausrichtung des gesamten Alltags auf die mathematische Wei-
terentwicklung notwendig, wobei das Individuum gegebenenfalls auch selbststandig nach
entsprechenden Gelegenheiten suchen muss.

Damit ist die Bedeutung der Umwelt bereits angesprochen, also des Milieus, der Interventio-
nen und bereitgestellten, dem jeweiligen Entwicklungsstand angemessenen Angebote zur
Auseinandersetzung mit Mathematik, der Personen und besonderer (zufalliger) Ereignisse.
Auch dieser Bereich unterliegt eingedenk der Plominschen passiven, reaktiven und aktiven
Genotyp-Umwelt-Effekte teilweise genetischen Einflissen (Oerter, 1992; Plomin, 1994).
Sorgen zunachst hdaufig Familienmitglieder und spater einfiihlsame, begeisternde Lehrer fir
erste Entwicklungsschritte, sind spater Meister-Lehrer und Experten als Mentoren bedeutsam,
die Uber spezifische Lehrmethoden verfligen und fiir die der Leistungszuwachs im Vorder-
grund steht. Auch die Beziehung zu ahnlich Fortgeschrittenen wird im Laufe der Zeit immer
wichtiger, die ermutigen, unterstiitzen, fordern, anleiten, helfen, inspirieren oder durch Kon-
kurrenz motivieren.

Aus dem notwendig grofen Umfang an Lernerfahrungen folgt die gro3e Bedeutung nichtko-
gnitiver Personlichkeitsmerkmale. Nur durch enorme Motivation — deren Bedeutung kann
wahrscheinlich gar nicht Uberschétzt werden —, durch Interesse, Hingabe, Anstrengungs- und
Lernbereitschaft, durch Leistungsorientierung etc. ist es moglich, eine geeignete kognitive
Ausstattung mit einem hinreichend grofen Erfahrungsschatz zusammenzubringen (z.B. auch
Gagné, 2004; Schneider, 1992; Subotnik, 2008).

Ist fir die Aneignung von Grundlagen und den Aufbau einer angemessenen Arbeitshaltung
sowie entsprechender (Ubungs-) Gewohnheiten zunéchst haufig ein gewisser Druck durch die
Eltern notwendig und nutzlich ist, so muss das Individuum im Laufe der Zeit zunehmend
selbst Verantwortung fir seine Entwicklung tbernehmen, wofir u. a. auch Selbstvertrauen
und soziale Kompetenzen notwendig sind.

Auch dieser Bereich ist genetisch beeinflusst, wie unter anderem die Arbeiten des Bremer
Hirnforschers GERHARD ROTH zeigen (vgl. auch Ericsson et al., 1993; Weinert, 1997).

Insgesamt kann jedoch davon ausgegangen werden, dass der Einfluss angeborener doménen-
unspezifischer Merkmale des kognitiven Apparats zugunsten mathematikspezifischer Erfah-
rungen und deren Niederschlag auf diesen immer weiter zuriickgeht (Heller, 1993). Und
kommt zundchst dem unmittelbaren Umfeld des Individuums in der Bereitstellung giinstiger
Entwicklungsbedingungen eine besondere Bedeutung zu, werden auf dem langen Entwick-
lungsweg intrapersonale Faktoren immer wichtiger.

Auf dieser Grundlage bildet das Individuum im Laufe der Zeit mathematikspezifische Fahig-
keiten, Handlungsmuster sowie eine spezifische Wissensbasis aus. Da allerdings im (schul-)
mathematischen Bereich bereits ohne umféangliches Wissen auffallende Leistungen erreicht
werden konnen, wird dieses in Abb.9 durch einen relativ kleineren Flachenanteil symbolisiert.
Die hier verwendete Beschreibung mathematikspezifischer Fahigkeiten ist in Anlehnung an
DANIELA ArMUS (2008) formuliert. Unterschiedliche Aufzdhlungszeichen sollen veranschau-
lichen, dass nicht alle Fahigkeiten in gleichem Malie ausgepragt sein missen und dass es kei-
nen einfachen additiven Zusammenhang bei diesen gibt (Krutetskii, 1976).
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Féahigkeiten und Wissensbasis kdnnen sich situations- und aufgabenabhéngig in besonderen
Leistungen manifestieren. Aus dieser Einschrankung — durch einen lediglich gestrichelt ge-
zeichneten Pfeil symbolisiert — ergeben sich nicht nur Schwierigkeiten hinsichtlich der Identi-
fizierung einer sich entwickelnden Expertise, sondern dariiber hinaus auch padagogische He-
rausforderungen: Durch spezifische Fordermalinahmen sollten sich die Schulerinnen und
Schiler auch als besonders leistungsfahig erleben, sodass es zu positiv verstarkenden Rlck-
kopplungen auf die Merkmalsbereiche kommen kann.

besondere Leistungen

.

4o
1
[

/ mathematikspezifische Fﬁhigkeiten\

- mathematische Sachverhalte unter Nutzung erkann-
ter Strukturen speichern kénnen

Strukturen suchen, konstruieren und nutzen kénnen
Strukturen transferieren und verallgemeinern kénnen
Reprisentationsebenen wechseln kénnen
Gedankenginge umkehren kdnnen

komplexe Strukturen erfassen und darin arbeiten
koénnen

mathematische Sensibilitit

mathematische Kreativitit

Entwicklung im P
Verlauf der Zeit ' N o
K: kognitiver Apparat U: Umwelt
E: mathematikspezifische P: intrapersonale
Erfahrungen Faktoren

Abb. 9: Zur Entwicklung mathematischer Expertise (Fritzlar, 2013, S.53)
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Damit sind die Wechselwirkungen zwischen allen symbolisierten Elementen sowie deren Dy-
namik noch einmal angesprochen, die auch fur die zentralen Elemente der Abbildung gilt: Im
Voranschreiten der Expertiseentwicklung wird die fachspezifische Wissensbasis aus- und
umgebaut (vgl. z.B. Waldmann et al., 2003; Waldmann & Weinert, 1990), es kdnnen weitere
Féahigkeiten entwickelt oder bestehende in fachlich reichhaltigeren Kontexten realisiert wer-
den.

Besondere Potenziale des Modells einer sich entwickelnden mathematischen Expertise sehe
ich insbesondere in Folgendem:

o Einzelne Merkmalsbereiche, etwa der kognitive Apparat oder dessen geburtlich bestimm-
te Merkmale, verlieren in diesem Modell ihren Pradiktor-Charakter. Dies gilt auch flr
den aktuellen (jeweils gemessenen) Expertisegrad, der keine sichere Aussage dariber er-
laubt, welches Niveau erreicht wird oder erreicht werden kann (Sternberg, 1998).

o  Stattdessen wird betont, dass sich das Individuum im geeigneten Zusammenspiel aller
beteiligten Merkmalsbereiche bestandig weiterentwickeln muss, um die Art und den Grad
von Expertise zu erreichen, die ihm den Zugang zu Forderprogrammen etc. ermoglichen
bzw. die zur Identifizierung als ,,begabt* fuhren (Sternberg, 2000).

o Die Entwicklung auBergewohnlicher Leistungen wird nicht als autokatalytischer Prozess
gesehen. Damit zusammenhangend kommt der Umwelt nicht nur eine defensive Funktion
im Verhindern potenzieller ,,Stérungen® zu. Vielmehr werden mathematikspezifische
Lernerfahrungen und damit Lernangebote als notwendige Bedingung flr die Weiter-
entwicklung der Expertise gesehen.

e Mit dem Modell der sich entwickelnden Expertise riicken mithin aufeinander aufbauende
Lernprozesse in den VVordergrund; Lernen wird als méachtigster Mechanismus der kogni-
tiven Entwicklung (Weinert, 2001) anerkannt Gleichzeitig wird auf die Verantwortung
von Schule und Gesellschaft verwiesen, notwendige langfristige Lernaktivitaten durch
gezielte mathematikspezifische Fordermalinahmen rechtzeitig und kontinuierlich zu
unterstutzen.

e Als padagogische Konsequenz erscheinen dabei zundchst maglichst inklusive statt exklu-
sive Forderangebote angemessen.

e Wie in anderen fachspezifischen Modellen beispielsweise von FRIEDHELM KAPNICK und
MANDY FucHs (Ké&pnick, 2006) wird zwischen einer u.a. kognitiven ,,Grundausstattung*,
mathematikspezifischen Fahigkeiten und besonderen Leistungen unterschieden, womit
auch deren Kontextabhangigkeit und damit beispielsweise das Problem der Identifikation
oder auch der Initiierung positiver Rickwirkungen angesprochen ist.

e Mit letzteren sind die im Modell betonten Wechselwirkungen zwischen den Bereichen
und Elementen sowie deren Dynamik, allgemeiner der systemische Charakter von Exper-
tise (Ziegler & Phillipson, 2012) angesprochen: der aktuelle Expertisegrad erscheint
gleichzeitig als emergente Eigenschaft und Element eines Systems, das u.a. durch Ver-
netztheit, Dynamik und Aquifinalitit gekennzeichnet ist.

Aktuelle Arbeiten im Grundschulbereich

Urspringlich wollte ich Ihnen aktuelle Arbeiten zu mathematischen Begabungen im Grund-
schulbereich detailliert vorstellen. Aber im Rahmen eines einzigen Vortrags, auch wenn er
eine volle Stunde ausfiillen darf, ist dies wohl doch nicht moglich. Deshalb mochte ich we-
nigstens versuchen, Thnen auch anhand der folgenden Aufzéhlung die Vielfalt allein der ma-
thematikdidaktischen Arbeiten in Deutschland anzudeuten und dann wenige, notwendig sub-
jektiv ausgewahlte Schlaglichter setzen.
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o Mathematische Begabungen und Intelligenz: MARIANNE NOLTE (2011, 2012), THOMAS
GAWLICK & DIEMUT LANGE (2010)

o Charakterisierung mathematischer Begabungen: CLAUDIA LACK (2008), DANIELA ARg-
MUs (2007, 2008), KATHRIN TALHOFF (2012)

e ,,Begabungsmerkmale*:

- Erkennen/Konstruieren und Nutzen von Mustern und Strukturen: MARIANNE NOLTE
(2010), NADINE EHRLICH (2012)
Umkehren von Gedankengangen: DANIELA ARMUS (2010a, 2010b), TORSTEN FRITZ-
LAR (2010)
Wechseln der Reprasentationsebene: TORSTEN FRITZLAR & FRANK HEINRICH (2010)
Transfer: DANIELA AsMUS (2013), DANIELA ARMUS & FRANK FORSTER (2012, 2013)
Raumvorstellungsvermdgen: NINA BERLINGER (2011)
Umgehen mit Komplexitat: SIEGBERT SCHMIDT (2010)
Intuition: FRIEDHELM KAPNICK (2008, 2010)

. Vorgehenswelsen beim Problemlésen: MANDY FucHs (2006), AsSTRID HEINZE (2005),
MARIANNE NOLTE (2004, 2008), EMAD SEFIEN (2007)

e Mathematische Begabungen und algebraisches Denken: SIEGBERT SCHMIDT (2008),
SIEGBERT SCHMIDT & WERNER WEISER (2008), JOACHIM HRZAN & EMAD SEFIEN (20093,
2009b), JoAcHIM HRzAN (2010), TORSTEN FRITZLAR & NADJA KARPINSKI-SIEBOLD
(2011, 2012)

e Mathematisch begabte M&adchen: RALF BENOLKEN (2011, 2013)

o Mathematische Begabungen im Kontext Inklusion: MARIANNE NOLTE (2013b)

Auf die Arbeit von MARIANNE NOLTE zur Beziehung von mathematischen Begabungen und
Intelligenz bin ich bereits eingegangen. Gestlitzt werden deren Resultate auch durch die Stu-
die von THOMAS GAwLICK und DIEMUT LANGE, in der die konfirmatorische Faktorenanalyse
genutzt wurde, um Wirkungsmodelle zu Ergebnissen eines Intelligenz- und eines Mathema-
tiktests zu Beginn der flinften Schuljahrgangsstufe zu testen. Die beste Passung liefl3 sich mit
einem Modell erreichen, in dem allgemeine Intelligenz und ein postulierter Begabungsfaktor
Mathematik als voneinander unabhangig angenommen wurden.

In ihrer im Jahr 2008 abgeschlossenen Dissertation untersuchte CLAUDIA LACK, inwieweit ein
Aufdecken mathematischer Begabungen bereits bei Schilerinnen und Schiilern der ersten und
zweiten Jahrgangsstufe moglich ist. Dabei war es nicht ihr Ziel, ein Merkmalsystem zu kons-
truieren oder zu Uberprifen; vielmehr ging sie der Frage nach, welche aufgabenspezifischen
Vorgehensweisen und heuristischen Strategien oder Strategiekeime® mathematisch interessier-
te Kinder dieser Altersstufe bei der Auseinandersetzung mit mathematischen Problemstellun-
gen bereits nutzen. Wahrend sich CLAUDIA LACK also eher explorativ méglichen besonderen
Fahigkeiten und Handlungsmustern mathematisch interessierter Erst- und Zweitklassler na-
herte, ist die Entwicklung eines empirisch abgesicherten Merkmalsystems fur mathematisch
begabte Zweitklassler Hauptziel des aktuellen Dissertationsprojekts von DANIELA ABMUS.
Ahnlich zur Studie von KAPNICK konzipierte sie ein vorlaufiges Merkmalsystem auf der
Grundlage sehr umfang- und detailreicher theoretischer Analysen und sie entwickelte speziel-
le Indikatoraufgaben, die in einer empirischen Untersuchung mit etwa 180 durch Lehrernomi-
nation und prozessorientierte Beobachtung ausgewahlten Zweitklasslern sowie einer Ver-
gleichsgruppe aus etwa 70 Schilerinnen und Schilern eingesetzt wurden. Die Teilnehmer
bearbeiteten die Indikatoraufgaben schriftlich, im Anschluss fanden zusatzlich Einzelinter-

! Aufscheinende Muster in Problembearbeitungsprozessen, bei denen eine strategische Absicht noch nicht unter-
stellt werden kann, diese aber in der Zone der nachsten Entwicklung liegt, lassen sich nach Stein (1996) als Stra-
tegiekeime bezeichnen.
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views zu ihren Vorgehensweisen und Ldésungen statt, sodass auch qualitative Analysen maog-
lich wurden. Erganzt wurden diese Erhebungen durch zahlreiche Einzelfallstudien, vertiefen-
de Nachuntersuchungen zu ausgewéhlten potenziellen Begabungsmerkmalen sowie durch
zum Teil vergleichende Langzeitbeobachtungen. Bereits 2007 konnte DANIELA ARMUS eine
vorlaufige Fassung des Merkmalsystems zur Charakterisierung mathematischer Begabungen
bei Zweitklasslern vorlegen (AlRmus, 2007).

Zahlreiche Studien gab es in den vergangenen Jahren zu einzelnen Begabungsmerkmalen,
besonders umfangreiche unter diesen sind die kirzlich fertiggestellte Dissertation von NADINE
EHRLICH (2012) zum Erkennen und Nutzen von Mustern und Strukturen sowie das derzeit
laufende Dissertationsprojekt von NINA BERLINGER zum Raumvorstellungsvermégen mathe-
matisch begabter Grundschulkinder. Der Zusammenhang zwischen mathematischer Begabung
und Raumvorstellungsvermogen ist bislang noch nicht abschlieend geklart. Wahrend es bei
KIERWETTERS Denk- und Handlungsmustern keine Entsprechung gibt, KRUTETSKII entspre-
chende Féhigkeiten als gunstig und gegebenenfalls begabungstypbestimmend, jedoch nicht
als notwendig ansieht, bezeichnet PETER BARDY in seinem umfassenden Lehrbuch zu mathe-
matisch begabten Grundschulkindern das Raumvorstellungsvermégen als eine der ,,wichtigs-
ten geistigen Fahigkeiten, die es uns gestatten, Mathematik zu betreiben“ (Bardy, 2007, S.31).
In einer ganz spezifisch ausgerichteten Untersuchung geht daher NINA BERLINGER derzeit der
Frage nach, ,,welche Bedeutung das rdumliches Vorstellungsvermdégen fur die Kennzeichnung
einer mathematischen Begabung bei Dritt- / Viertklasslern hat* (Berlinger, 2011, S.95).

Die den Terminus Begabungsmerkmale einschlieBenden Anfiihrungszeichen sollen tbrigens
meiner Uberzeugung Ausdruck verleihen, dass die aufgefiihrten Untersuchungen nicht nur fir
vermeintliche Randgruppen ertragreich sind.

Fallstudien zur Nutzung algebraischer Elemente durch leistungsstarke Grundschulkinder lie-
gen beispielsweise von JOACHIM HRZAN, SIEGBERT SCHMIDT und WERNER WEISER vor. Aus-
gehend von diesen Erfahrungen und von algebraischen Bezlgen, die einige der zur Charakte-
risierung mathematischer Begabungen genutzten Merkmale aufweisen, scheint es sinnvoll,
nach besonderen algebraischen Fahigkeiten mathematisch begabter Grundschiler zu fragen.
Eine Antwort sucht NADJA KARPINSKI-SIEBOLD in ihrem aktuellen Dissertationsprojekt.

Auch die im Jahr 2011 abgeschlossene Studie von RALF BENOLKEN zu mathematisch begab-
ten Madchen war ein Dissertationsprojekt, das mathematische Begabung nicht nur als psycho-
logisches, sondern auch als ein sozio-kulturelles Phdnomen sieht. Ausgangspunkt war die
meist sehr deutliche Unterreprésentanz von Madchen in mathematischen Wettbewerben und
Projekten der Begabtenférderung auch schon im Grundschulalter, die im Kontrast zum wis-
senschaftlichen Konsens steht, wonach beide Geschlechter im Grundsatz tber gleiche Bega-
bungspotenziale in allen akademischen Bereichen verfligen. Ein Hauptziel der Arbeit war es
deshalb, aus begabungstheoretischer Perspektive eventuelle Besonderheiten mathematisch
begabter Médchen zu erforschen, die dann insbesondere auch fiir eine differenziertere Identi-
fikation und Forderung bercksichtigt werden konnten.

Mathematikspezifische Fahigkeiten und Merkmale, die in verschiedenen Arbeiten zur Be-
schreibung mathematischer Begabungen genutzt werden, sind ein derzeit stark bearbeitetes
Themenfeld. Und dies aus guten Griinden. Unter anderem ist es stark interdisziplinar orien-
tiert, mit besonders ausgeprégten Ziigen zur Psychologie — was mir sehr interessant erscheint.
Aber vielleicht wichtiger: Vergleicht man die verschiedenen Beschreibungsanséatze zu ma-
thematischen Begabungen lassen sich neben zahlreichen Gemeinsamkeiten auch Unterschiede
feststellen. So werden zum Teil verschiedene charakterisierende Fahigkeiten benannt, aber
auch bei gleich benannten Fahigkeiten werden teilweise unterschiedliche Akzentuierungen
deutlich — sowohl in deren Versténdnis als auch darin, wie die Forscherinnen und Forscher die
Auspragung dieser Féhigkeiten zu erfassen suchen. Und diese Unterschiede haben ihre Ursa-
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che nicht allein darin, dass teilweise verschiedene Altersgruppen untersucht wurden. Nur auf
eines dieser Begabungsmerkmale — den Reprasentationswechsel — kann ich noch genauer ein-
gehen.

Reprasentationswechsel & Multimodalitat

Die Bedeutung des ,,Sich-ein-Bild-Machens®, des Umgehens mit Visualisierungen fir ma-
thematisches Tatigsein wird in der didaktischen Literatur immer wieder betont. Dabei sind die
»Bilder im Kopf“ nicht nur subjektive Eindriicke zu den im Gehirn ablaufenden Prozessen;
vielmehr ist die Modalitatsspezifik mentaler Reprasentationen wissenschaftlich gut gesichert.
Sowohl mit psychophysikalischen als auch mit neurowissenschaftlichen Methoden l&sst sich
nachweisen, dass es neben der begrifflichen Repréasentation internen Wissens auch eine bild-
haft-anschauliche gibt. So wurde beispielsweise experimentell gezeigt, dass bei entsprechen-
den Aufgabenstellungen die Bearbeitungszeit von der Grolie des induzierten Vorstellungsbil-
des, von der Lange des zuriickgelegten Weges bei der mentalen Navigation oder vom Dreh-
winkel bei der mentalen Rotation abhangig ist.? Neurowissenschaftlich lassen sich beispiels-
weise Anforderungen zur mentalen Rotation und zur mentalen Arithmetik anhand elektrophy-
siologischer GréRRen topologisch unterscheiden und die mentale Navigation ist durch Aktiva-
tion ausgezeichneter kortikaler Netzwerke gekennzeichnet (vgl. Krause, 2000).

Allgemeiner scheint es fiir erfolgreiches mathematisches Arbeiten bedeutsam, eine geeignete
bildhaft-anschauliche oder symbolische Repréasentation und damit Modalitat zu finden, bei
Bedarf — beispielsweise wenn der aktuell eingeschlagene Weg nicht weiterfihrt oder zu auf-
wéndig wird — zwischen diesen zu wechseln oder aber beide ,,Denkmedien* gleichzeitig zu
nutzen. Ein leicht verstandliches und dennoch mathematisch sehr reichhaltiges Beispiel méch-
te ich IThnen mit Abb. 10 vorstellen.

Wihrend Sven eine bildhaft-anschauliche Repréasentation ausgebildet hat, arbeitet Emily auf
der begrifflich-symbolischen Ebene. Auch Christoph arbeitet sozusagen symbolisch, die von
ihm genutzten Zahlen mit ihren arithmetischen Strukturen er6ffnen ihm jedoch viel weiterge-
hende Bearbeitungsmoglichkeiten.

Ubrigens wird m. E. nebenbei deutlich, dass es nicht immer die ,,beste Reprasentation geben
muss, denn beispielsweise kann Christoph zwar die Orte und damit die Anzahl der Talknicke
auch fir eine hohe Zahl von Halbierungen vorhersagen, die Symmetrie des Papierstreifens ist
allerdings nur schwer zu erkennen.

Ein geknickter Papierstreifen
Ein Papierstreifen wird durch eine Faltung von rechts nach links halbiert. Es

entsteht ein ..Doppelstreifen™. der auf die gleiche Weise halbiert wird. usw.
Nach n derartigen Faltungen wird der Streifen wieder vollstindig aufge-

klappt. e
( ~_1 ]
'\-_-/
7 7
Wie viele Knicke sind nach 1. 2. 3. ... Faltungen im Papierstreifen?

Wie viele Berg-, wie viele Talknicke gibt es jeweils?
Wo sind Bergknicke? Wo sind Talknicke?

2 Allerdings wurde in einer Reihe von Experimenten deutlich, dass bei einer Zunahme der Komplexitat der ver-
wendeten Figuren Versuchspersonen von einer bildhaft-anschaulichen, holistischen zu einer eher analytischen
Bearbeitung ibergehen (Goldin, 1998).
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Filip (10;6) fahrt mit den Fingern am Streifen entlang: ,,Dort, wo links ein Tal ist,
ist rechts ein Berg und umgekehrt.*

Y /\4}\ .A/\ \f&/\": J \v }‘ ¥ Kv&. r‘ L A ,\-..'
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Sven (11;11)
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SREE Emily (12;3)

Christoph (12;1) protokolliert die Nummern der Talknicke. Bei der Suche nach Mustern zwi-
schen den Zahlen der sich ergebenden Folge ordnet er diese in einem zweidimensionalen
Schema an. SchlieRlich findet er die abgebildete (vollig korrekte) Formel fur die Nummern

aller Talknicke. 159 13 17
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Abb. 10: Ein geknickter Papierstreifen (z. B. Albers, 2006) und ausgewéhlte Schilerbearbeitungen

Das Umgehen mit visuellen Vorstellungen gilt als bedeutsam (Dreyfus, 1994; Presmeg, 1986),
das Wechseln der Représentation oder der Repréasentationsebene bzw. Modalitét als ganz we-
sentliche heuristische Strategie (Zimmermann, 2005). Entsprechende Féahigkeiten haben sich,
wenn sie in mathematisch hinreichend reichhaltigen Situationen umgesetzt werden, in ein-
schlagigen mathematikdidaktischen Untersuchungen aber auch als Indikator fur mathemati-
sche Begabungen im Schulalter erwiesen (Amus, 2007; K&pnick, 1998; KieRwetter, 1985).
Dies l&sst sich auch kognitionspsychologisch und neurowissenschaftlich untermauern.

In einem Aufsatz aus dem Jahr 2008 fasst MICHAEL O’BoyLE (2008) zahlreiche Untersu-
chungen zusammen, in denen mathematisch begabte oder leistungsstarke Kinder und Jugend-
liche (nach dem Ergebnis im SAT-Mathematiktest) mit durchschnittlich leistungsstarken ver-
glichen werden, anhand von Reaktionszeiten, Wahrnehmungsfahigkeiten, Entscheidungsten-
denzen oder mittels bildgebender Verfahren.
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In einer dieser Untersuchungen sollten Probanden beispielsweise vertikal geteilte Gesichter —
eine lachelnde und eine neutrale Haélfte wurden dabei kombiniert — hinsichtlich ihres Ge-
sichtsausdrucks bewerten. Abb. 11 zeigt zwei Beispiele:

Abb. 11: ,,Chimeric faces* (Bourne, 2008, S.93; O'Boyle, 2008, S.138)

Ich weiR natiirlich nicht, wie es ihnen geht. Ublicherweise gibt es eine deutliche Tendenz zu-
gunsten der im linken Gesichtsfeld des Betrachters lachelnden Gesichter, da die fur die Ver-
arbeitung derartiger Reize zustandigen Netzwerke sich in der rechten Gehirnhélfte befinden.
Diese Tendenz ist nun in der Gruppe der mathematisch Begabten deutlich stérker ausgepragt,
Dies wird interpretiert als verstarkte Entwicklung und Aktivierung der rechten Gehirnhalfte,
was den mathematisch Begabten u.a. ein starkeres visuell-raumliches Denken ermdglicht
(Desco et al., 2011). Bestatigt werden diese Ergebnisse beispielsweise durch Experimente
zum links- und rechtsseitigen Silbenverstandnis, die zeigen, dass bei mathematisch begabten
Versuchspersonen die rechte Gehirnhélfte selbst am Sprachversténdnis beteiligt ist.
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Abb.12: Aufgabe zur mentalen Rotation

Abb.12 zeigt eine Aufgabe aus einem Experiment zur mentalen Rotation, bei dem mittels
funktioneller Kernspintomographie die beteiligten kortikalen Netzwerke der Versuchsperso-
nen identifiziert wurden, die folgende Abbildung gibt entsprechende Aufnahmen eines ma-
thematisch durchschnittlichen und eines begabten Kindes wieder.

Z score

Abb. 13: Neuronale Aktivitat bei der Bearbeitung von Aufgaben zur mentalen Rotation (O'Boyle, 2008, S.184)

Sie sehen eine hohere Aktivierung und eine Aktivierung zusatzlicher Areale oder Netzwerke
beim begabten Kind. Auch dieses Ergebnis wurde mehrfach bestatigt, insgesamt lasst sich
sagen, dass bei mathematisch begabten Kindern und Jugendlichen eine gesteigerte Entwick-
lung der rechten Hemisphare vorfindbar ist, die einen funktionalen Bilaterismus ermdglicht,
dass eine verstarkte Kommunikation und Kooperation zwischen beiden Gehirnhalften beob-
achtet werden kann und dass die Aktivierung kortikaler Netzwerke und Areale starker ist als
bei mathematisch durchschnittlich leistungsstarken Kindern und Jugendlichen, was zu einer
héheren kognitiven Leistungsfahigkeit fithrt (O'Boyle, 2008, S.184).°

¥ Letzteres trifft nicht zu fir Gebiete der exekutiven Kontrolle, z. B. Foth & van der Meer (2013).
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Mathematisch begabte Kinder und Jugendliche — das scheint mir ein wichtiger Punkt — den-
ken also nicht schneller oder effektiver, sondern anders. lhre neuronale Aktivitat unterscheidet
sich sowohl in der Hohe als auch in der Lokalisation.

In einer kiirzlich in Spanien durchgefiihrten Vergleichsstudie (Desco et al., 2011), bei der die
mathematisch begabten Teilnehmer (brigens mit dem von KARL KIERWETTER entwickelten
Hamburger Test fiir mathematische Begabung identifiziert wurden, zeigte sich noch etwas
differenzierter, dass Gruppenunterschiede zwischen mathematisch begabten und durchschnitt-
lich leistungsstarken Schilerinnen und Schilern beziiglich der neuronalen Aktivitat dann be-
sonders groR sind, wenn anspruchsvolle Aufgaben bearbeitet werden.

Wobei man zugeben muss, dass die in solchen Untersuchungen von Psychologen verwende-
ten Aufgaben meist aus Intelligenztests stammen oder zumindest leicht formalisierbare ge-
schlossene Aufgaben sind. VVor etwa zehn Jahren wurde in Jena eine ahnliche Studie durchge-
fiihrt, an der zwar mathematisch begabte und durchschnittlich leistungsstarke Oberstufensch-
ler — also altere Probanden — beteiligt waren, fir die aber FRANK HEINRICH als Mathematikdi-
daktiker mathematisch hinreichend reichhaltige Problemstellungen entwarf, die sowohl in der
symbolischen, als auch in der bildhaft-anschaulichen Modalitat bearbeitet werden konnten.
Dabei zeigten die mathematisch Begabten erwartungsgemaR bessere Leistungen, allerdings
waren diese durch die traditionellen MaRe der Experimentalpsychologie nicht erkléarbar: Be-
zuglich 1Q oder Gedéchtniskapazitat waren Unterschiede zwischen den beiden Versuchsper-
sonengruppen nicht signifikant. Durch eine Analyse der EEG-Aufzeichnungen konnte jedoch
nachgewiesen werden, dass bei mathematisch begabten Schulerinnen und Schilern bereits
innerhalb der ersten Sekunde nach dem Instruktionsverstehen jene Hirnregionen aktiviert wa-
ren, die flr die begriffliche und die bildhaft-anschauliche Modalitat verantwortlich gemacht
werden, wohingegen bei Normalbegabten eine solche doppelte Aktivation nicht nachweisbar
war. Bei einzelnen Schulern aus der Versuchsgruppe konnten aullerdem bereits innerhalb der
ersten zehn Sekunden einer Problembearbeitung mehrfache Wechsel der Aktivation zwischen
Arealen der begrifflichen und der bildhaft-anschaulichen Modalitdt nachgewiesen werden;
wobei allerdings Gruppenunterschiede nicht signifikant waren (Krause, Seidel, & Heinrich,
2004).

Mit Blick auf das hier betrachtete Begabungsmerkmal l&sst sich vielleicht zusammenfassend
sagen: Mathematisch begabte Schilerinnen und Schuler scheinen sich u.a. durch eine stérkere
Multimodalitat des Denkens auszuzeichnen, die es ihnen leichter ermdglicht, Représentatio-
nen zu wechseln. Kénnen sie mathematische Herausforderungen dadurch haufiger erfolgreich
bewaltigen, wird sich ein entsprechendes Handlungsmuster ausbilden, mit dessen Verfugbar-
keit auch in mathematisch reichhaltigen Situationen sich die begabten Schiilerinnen und Schi-
ler ebenfalls abheben werden. Diese voneinander selbstverstandlich nicht unabhéngigen Ebe-
nen — die Ebene der involvierten kognitiven Prozesse und Strukturen, die Ebene der sich zu-
nehmend spezifizierenden Fahigkeiten und die der Denk- und Handlungsmuster — lassen sich
auch fur weitere Begabungsmerkmale unterscheiden. Beispielsweise wurde ich die bereits
vorgestellten Aufgaben aus den Untersuchungen von KRUTETSKII (S. Abb.4) in Bezug zur
zweiten Ebene setzen, aber nicht zur dritten, auf der dann das Ruckwartsarbeiten liegen wirde,
eine heuristische Strategie mit der sich beispielsweise GEORGY POLYA intensiv auseinander-
gesetzt hat. Auch fiir das Merkmal ,, Transfer” bzw. damit zusammenhéngend fir das Konstru-
ieren und Nutzen von Analogien lasst sich zwischen diesen Ebenen unterscheiden, wie DA-
NIELA ABMUS und FRANK FORSTER (2013) kurzlich herausgearbeitet haben.
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Abb. 14: Verschiedene Ebenen zu Begabungsmerkmalen

Interessiert man sich fir ein Begabungsmerkmal naher, ist zum einen naturlich die jeweilige
Anforderungssituation zu bericksichtigen, die jedenfalls hinreichend komplex sein muss.
Zum anderen sollte man meines Erachtens klaren, welche der in Abb. 14 symbolisierten Ebe-
nen man fokussiert. Gerade im Zusammenhang mit der Identifikation von mathematisch be-
gabten Schulerinnen und Schulern ist dann zu bedenken, dass von Ebene zu Ebene die Spezi-
fizitat, aber auch die Erfahrungsabhéngigkeit zunehmen.

Ausblick

In meinem Vortrag wollte ich Ihnen zeigen, was man unter mathematischen Begabungen ver-
stehen kann, ich wollte Ihnen zeigen, dass in den vergangenen Jahren auf diesem Gebiet gera-
de in Bezug auf das Grundschulalter viel passiert ist, nicht nur foérderpraktisch, sondern auch
in der mathematikdidaktischen Forschung in Deutschland. Natirlich konnte ich lediglich
einen kleinen und subjektiven Ausschnitt darstellen, Skizzen weiterer Projekte finden Sie bei-
spielsweise in einem aktuellen Sonderheft der mathematica didactica.

Kommunikation

Arbeitet man mit begabten Schilerinnen und Schilern, wird man auch schon bei jiungeren
Kindern oftmals Zeuge einer verkiirzten Kommunikation, wenige und gelegentlich wenig
passende Worte gentigen anscheinend, um sich Uber reichhaltige Ideen auszutauschen. In die-
sem sich andeutenden weitreichenden Verstehen &uflert sich nach HEINRICH BAUERSFELD
»eine bemerkenswerte Rekonstruktionsfahigkeit, die den Inhalt einer Mitteilung, das Gemein-
te, aus wenigen Bruchstticken zu (re-)konstruieren ermdglicht, Informationsliicken (im Sinne
des normalen Beobachters) zu fiillen und Kontexte zu erganzen gestattet. Man versteht einan-
der mit mehr Tiefe und zugleich mit weniger Aufwand“ (1988, S.82). Und im selben Aufsatz
empfiehlt BAUERSFELD: ,,Zusammenfassend laRt sich bei aller Vorlaufigkeit der Beobachtun-
gen und der gebotenen Zuriickhaltung bei den Extrapolationen doch sagen, daR man wohl
kaum ins Leere hinein forschen wirde, wenn man die Spezifika der Kommunikation von
Hochbegabten untereinander und mit anderen eingehender untersuchte. Die sich dabei als
erklarungsmachtig erweisenden Theoriemodelle kdnnten flr die Klarung normaler Lehr-Lern-
Prozesse ebenso wichtig werden, wie es von der anderen Seite der Skala her die Erkenntnisse
Uber extreme Lernschwierigkeiten und -behinderungen mit Selbstverstandlichkeit geworden
sind (...).” (S.84)
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Intuition

Intuitionen gelten — weil sie eben schwer zu fassen sind — erst in jlngerer Zeit als seridses
Forschungsthema der Psychologie, unter anderem mit GERD GIGERENZERS ,,Bauchentschei-
dungen* sind sie vielleicht sogar zu einem Modethema geworden. Nichtsdestotrotz kommt
ihnen eine groRe Bedeutung zu und kdnnen sie die rationale Seite wesentlich erganzen, wenn
es beispielsweise um Entscheidungen unter Intransparenz, Unsicherheit oder Zeitdruck geht.
Die Bedeutung von Intuitionen beim mathematischen Té&tigsein wird auch von vielen Fach-
wissenschaftlern betont. FRIEDHELM KAPNICK konnte sie haufig beim Problemlésen bei ma-
thematisch begabten Kindern beobachten und die Bedeutung dieses unvermittelten, oft auch
ganzheitlichen Erfassens eines Sachverhalts exemplarisch aufzeigen. Intuitionen kdnnten fir
das Problemltseverhalten gerade auch von mathematisch begabten Kindern aufgrund ihres
teils sprunghaften, an Empfindungen und Bildwelten gebundenen Denkens, ihres haufig offe-
nen Herangehens, auch weil Routinen noch weitgehend fehlen, und ihrer Sensibilitat fir Ma-
thematik sehr bedeutsam sein (Képnick, 2008, 2010).

Wissen

In einem gewissen Spannungsverhaltnis zu Intuitionen steht Wissen, dass fur die Begabungs-
forschung vor allem auch durch ihre Anndherung an die Expertiseforschung und schon be-
richtete Synthesebemiihungen an Bedeutung gewinnt. Auch Lernpsychologen wie ELSBETH
STERN betonen — unabhédngig von Begabungen — immer wieder die Bedeutung von Wissen
und dessen Vorrangstellung in Bezug auf Intelligenz (Stern, 2003). Allerdings spielt Wissen
wohl im elementarmathematischen Bereich eine geringere Rolle als in anderen Disziplinen
wie beispielsweise der Geschichtswissenschaft. Auch deshalb sehe ich hinsichtlich dieses
Punktes weiteren Forschungsbedarf.

Sind dies eher theoretische Aspekte, so ist mir aus methodologischer Sicht der Wunsch nach
Langzeitstudien wichtig, fur die beispielsweise durch den Ausbau und die Vernetzung von
Forderangeboten an den Universitaten in Munster, in Hamburg oder Berlin giinstige VVoraus-
setzungen geschaffen wurden.

In der Forderpraxis hat es in den vergangenen Jahren unter anderem einen starkeren Fokus auf
Madchen gegeben. Auch dies scheint mir wichtig: Die Zahl der intellektuell hochbegabten
Jungen und Médchen ist vergleichbar, an deutschen Gymnasien gibt es durchschnittlich mehr
Madchen als Jungen, dennoch sind in mathematikbezogenen Forderangeboten, Wettbewerben
oder schulischen Programmen stets deutlich weniger Madchen als Jungen vertreten. Dies gilt
auch schon fur das Grundschulalter. Bedenkt man den groRen Einfluss von Interesse und Mo-
tivation, kommt es wohl insbesondere darauf an, bereits im Vor- und Grundschulalter noch
mehr Gelegenheiten fur Jungen und eben auch fir Madchen zu schaffen, mathematische Inte-
ressen zu entwickeln (Foth & van der Meer, 2013).

Eine konsistente Theorie zu mathematischer Begabung liegt noch nicht vor, so formulierte es
ELSBETH STERN im Jahr 2005 (Stern, 2005, S. 295). Dies ist angesichts verschiedener Vorstel-
lungen von Mathematik, entsprechend unterschiedlicher methodischer Ansatze und verschie-
dener Untersuchungs- oder Beschreibungsebenen nicht verwunderlich. Ich hoffe, ich konnte
Ihnen zeigen, dass wir im mathematikdidaktischen Bereich dennoch ein gutes Stiick des We-
ges vorangekommen sind — auch im internationalen Vergleich —, vorangekommen auf einem
Weg, der noch lange nicht zu Ende ist und weiter in interessante Gebiete fiihrt.
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